Konstruktion affiner Ebenen aus vierdimensionalen Räumen.
Construction of affine planes from fourdimensional spaces.
Martin Gebhardt
In jedem 4-dim. affinen Raum über einem Körper K, in dem nicht jedes Element ein Quadrat ist, lassen sich Ebenen so auswählen, dass sie  zusammen mit den Punkten des Raumes eine affine Ebene bilden. Die gewählten Ebenen sind dann die Geraden der affinen Ebene.

Im Fall K = R  erhält man durch die vorgestellte Konstruktion eine reelle Interpretation der komplexen affinen Ebene.
Die Beweise unten können für K = R mit den Mitteln der üblichen Schulmathematik geführt werden.

In the 4-dimensional affine space A(4,K) over a field K, in which not
every element is a square, it is possible to choose suitable planes such
that together with the points of A(4,K) they constitute an affine plane
A(P,G): The points P of A(P,G) are the same as in the space A(4,K) and
the lines G of A(P,G) are the chosen planes in A(4,K).
If K = R is the field of real numbers then this construction yields a
real interpretation of the complex affine plane. In this case the
following proofs require high school level methods only.

Sei  K  ein Körper, in dem nicht jedes Element  ein Quadrat ist.  q 
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K  sei so gewählt, dass  -q  kein Quadrat in  K  ist.  Es gilt also:  
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Satz 1.  Im 4-dim. affinen Raum über  K  erfüllen die zu 
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 K  gebildeten Ebenen 
              mit den Parameterdarstellungen
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    (Typ I)     oder     
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    (Typ II)        
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 K)   die Geradenaxiome einer affinen Ebene.
Beweis: Zu zeigen : a) Durch je zwei Punkte geht genau eine Ebene.
                                 b) Zwei Ebenen sind parallel oder schneiden sich.

                                 c) Zu jeder Ebene 
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Beweis zu a): Gegeben seien zwei Punkte  
[image: image16.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

d

c

b

a

P

 ,  
[image: image17.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

¢

¢

¢

¢

=

¢

d

c

b

a

P

  ,  
[image: image18.wmf]P

P

¢

¹

.  
                        Für die Ebene von Typ I durch  
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                        Dieses Gleichungssystem ist genau dann eindeutig nach  s,t  lösbar, wenn
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    gilt,  was genau im 

                        Fall    
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                        Durch jeden Punkt  P  geht genau eine Ebene vom Typ II, nämlich 
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 .   Diese ist genau dann  gleich  
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Beweis zu b):  Für Ebenen 
[image: image29.wmf]E

E

¢

,

 mit den Vektorräumen  
[image: image30.wmf]V

V

¢

,

  ist
             (1)      
[image: image31.wmf]V

V

O

E

E

¢

=

Þ

=

¢

Ç

                zu beweisen.

                         Sind 
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  vom Typ  I ,   so hat man
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                        Aus 
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  folgt, dass es einen Vektor 
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gibt, so dass also   
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  gibt es dann einen Vektor 
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                          Das besagt die Existenz von 
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                        Im Fall 
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                        Ist  
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                        dargestellt werden kann  und daher    
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                        Somit gilt wieder  (1).

                        Sind  
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  beide vom Typ II, so hat man  
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Beweis zu c):  Aus (1) folgt, dass zu jedem Punkt  
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Aus Satz1 folgt unmittelbar:

Satz 2: Seien  P die Menge Punkte des 4-dim. affinen Raumes über  K  und G die Menge der 
             Ebenen vom Typ I oder Typ II , dann ist  
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Zusatz: Die so konstruierte Ebene ist isomorph zur affinen Ebene  über  K(j)  mit  
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              im Fall  K =  R , q=1  erhält man so eine reelle Interpretation der komplexen affinen  

              Ebene.
Beweis: 
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    ist eine Bijektion der Punktmenge P auf die Punktmenge der  

            affinen Ebene über K(j).   Zum Nachweis, dass diese ein Isomorphismus der beiden  

            Ebenen ist, darf man sich auf die 
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            solche Gerade vom  Typ  II  hat die Gleichungen  
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  beschrieben wird.
Herrn Prof Dr. G. Pickert danke ich für hilfreiche Anregungen.
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