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Alle Variablen  a, b, c, n  stehen für natürliche Zahlen.
Definition einer Menge  M:
M  :=  { n(a,b)  /  a [image: image2.png]


b,  n(a,b) = [image: image4.png]ab +




   und  n(a,b) [image: image6.png]


 N }    
Satz

( 6n-1, 6n+1 ) ist ein Primzahlzwilling     <==>   n  [image: image8.png]
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Zunächst Beispiele und Anregungen:
Die Zahlen, die nicht in  M<1000   sind, die also jeweils einen Primzahlzwilling erzeugen, sind:

1, 2 ,3 ,5 ,7 ,10 ,12, 17, 18, 23, 25, 30, 32, 33, 38, 40, 45, 47, 52, 58, 70, …… , 943, 957, 975, 978, 980

Die Zahl 980 erzeugt den Primzahlzwilling  ( 6x980-1, 6x980+1 ) = ( 5879, 5881 ).

Die Menge  M  liefert noch weitere spannende Eigenschaften:

Die meisten Elemente von  M  entstehen  mehrmals. Z.B.   6 = n(1,43) =  n(31,1).

Falls eine Zahl  n  aus  M  genau einmal entsteht  wie z.B. n =  4 = n(1,19), muss  6n-1  eine Primzahl und  6n+1 Quadrat einer Primzahl sein.

( Wer könnte zur Überprüfung mit einem Programm weitere Zahlen in  M  finden, die nur einmal entstehen? )

Nun zum Beweis
Beweis für „ ==>“      indirekt

(6n-1, 6n+1)  sei ein Primzahlzwilling

(1) d.h.  6n-1 und  6n+1  sind Primzahlen

Annahme:   n  [image: image10.png]
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d.h.  Es gibt a,b  mit: a ≠ b  und   n =  [image: image12.png]



                                                                              n2    =  ab + [image: image14.png]


   
[image: image16.png]


 (6n-1)(6n+1) = 36n2 – 1 = 36ab + 6a – 6b – 1 = (6a-1)(6b+1) 
Nach (1) folgt:  n = a = b         im Widerspruch zur Annahme   a ≠ b  .
Beweis für  „<==“

Ich zeige:      (6n-1, 6n+1) ist kein Primzahlzwilling  ==>  n [image: image18.png]


 M
Beweis hierfür:    :      (6n-1, 6n+1) sei kein Primzahlzwilling  

d.h.     6n-1 ist nicht prim oder  6n+1 ist nicht prim.

Fall 1:  6n-1 ist nicht prim

Die Primfaktorzerlegung von 6n-1  enthält nur Primzahlen der Formen  6k-1  oder  6k+1. Die Anzahl der Primfaktoren der Form  6k-1  ist ungerade.

(2) Alle Primfaktoren von  6n-1  lassen sich zu zwei Faktoren zusammenfassen:

6n-1 = (6a-1)(6b+1).

 Ich definiere:    c := 6an+a-n 
                  Aus den letzten beiden Zeilen folgt:   c > n >b

(3)                            C [image: image20.png]
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36n2-1 = (6n-1)(6n+1) = (6a-1)(6b+1)(6n+1)              n. (2)

                                        = (36an+6a-6n-1)(6b+1) = (6c-1)(6b+1)       n. Def.: c

                                        = 36bc+6c-6b-1   
Es folgt.:     n2 = bc+[image: image22.png]


             ,        n= [image: image24.png]be+





                                                          n [image: image26.png]


 M               mit (3)

Fall 2:  6n+1  ist nicht prim

Die Anzahl der Primfaktoren der Form  6k-1 ist diesmal Null oder gerade. Die Primfaktoren lassen sich zu zwei Faktoren zusammenfassen:

6n+1 = (6a+1)(6b+1)    oder     6n+1 = (6a-1)(6b-1)

Fall 2.1  :  6n+1 = (6a+1)(6b+1)

Mit der Definition  c := 6an+n-a  folgt analog zu Fall 1 :       n [image: image28.png]
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Fall 2.2  :   6n+1 = (6a-1)(6b-1)

                                  o.B.d.A        b ≤  a
Mit der Definition  c := 6an-n-b  folgt analog zu Fall 1    C [image: image30.png]


b   und  n [image: image32.png]
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In allen Fällen folgt    n [image: image34.png]
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